Chapitre n° 9: Primitives et équations différentielles

Terminale, 2021-2022

1 Primitive d’'une fonction continue

1.1 Définition d’'une équation différentielle

Définition 1 (Equation différentielle))

Une équation différentielle est une équation dont I'inconnue est une fonction; elle se présente sous la forme d’'une
relation entre cette fonction inconnue et ses dérivées successives.
C’est un cas particulier d’équation fonctionnelle.

Exemple 1. @ Trouver toutes les fonctions f telles que pour tous (x;y) € R2, on a fx+y) = f(x)+ f(y), cest
résoudre une équation fonctionnelle (qui n’est pas une équation différentielle)

® Soit I un intervalle de R. Trouver toutes les fonctions f dérivables sur I telles que pour tout x € I, on a
f(x) —2f"(x) = 3+5x+ f?(x), c'est résoudre une équation différentielle sur I.
On note cette équation y' —2y" =3 +5x+ y2.

® Une solution sur R de I'équation différentielle y' = 2x est y =
En général, une équation différentielle admet une infinité de solutions.
Par exemple, une autre solution de I'équation différentielle est

1.2 Equation différentielle du type y' = f

Définition 2 (Equation différentielle y’ = f))

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R. On dit que la fonction g est une solution de I'équation diffé-
rentielle y' = f sur I si et seulement si, g est dérivable sur I et, pour tout réel x dans I, on a g'(x) = f(x).

Méthode 1. Vérifier qu'une fonction est solution d’'une équation différentielle
Prouver que la fonction g définie sur R* par g(x) = 3x? +In x est solution de I'équation différentielle y' = 6x + %

1.3 Primitive d’'une fonction

Définition 3 (Primitive))

Soit f une fonction continue sur un intervalle I.
On appelle primitive de f sur I, une fonction F dérivable sur I telle que F' = f




Remarque 1. Dans ces conditions, on a équivalence entre « F a pour dérivée f sur I » et « f a pour primitive F sur I »

Exemple 2. Soitlesfonctions F: R — R etf: R — R
X +— 5 X — X
F est une primitive de f sur R car, pour tout x € R, on a F'(x) = f(x)

1.4 Primitives des fonctions usuelles
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1.5 Linéarité des primitives

Propriété 4 (Linéarité))

Si f et g sont deux fonctions admettant respectivement F et G comme primitives sur 'intervalle I, et si a, f € R,
alors aF + BG est une primitive de a f + g sur 1.

Preuve. En conséquence de la linéarité des dérivées : (aF + fG)' = aF' + BG = af + fg.

Exemple 3. Déterminer une primitive FsurRde f : R — R
X — x+2e°

1.6 Opérations et fonctions composées

u est une fonction dérivable sur un intervalle I.

Fonction f | Une primitive de f | sur tout intervalle I vérifiant
% In(u) + ¢ xel u > 0sur I et dérivable sur [
u'(ax+b) %u(ax+b)+c ax+bel u dérivable sur I
u'e" e'+c xel u dérivable sur T
u xu” ﬁ ulyc xel u dérivable (et non nulle si n < 0) sur I
\/Llﬁ 2Vu+c xel u >0 sur I et dérivable sur I




Exemple 4. Déterminer une primitive F de f sur l'intervalle I :
® fxy=x*-2xetI=R
® f)=3x*-FetI=R;
® f(x)=@2x-5)(x*>-5x+4) et =R

— X —
®@ fx)= S—etI=R

® f(x):xze"3 etI=R

1.7 Ensemble des primitives d'une fonction

Propriété 5

Toute fonction continue sur un intervalle I admet une primitive sur cet intervalle

Preuve. voir chapitre « Calcul intégral »

Propriété 6

Si f admet F comme primitive sur I'intervalle /, alors les primitives de f sur I sont les fonctions G de la forme
G:1— R, x— F(x)+ c ou c est une constante réelle.

Preuve. Soit G une primitive de f sur I. La fonction H définie sur I par H(x) = G(x) — F(x) est dérivable et pour x € I,
Hx)=Gx)-F(x)=fx) - f(x)=0.

Donc H est une constante réelle ¢ : G(x) — F(x) = ¢. D’ou1 G(x) = F(x) +c.

Réciproquement, si ¢ € R la fonction définie sur I par G(x) = F(x) + ¢ a pour dérivée G'(x) = F'(x) = f(x) sur I, donc
est une primitive de f.

Propriété 7

Soit f admettant F comme primitive sur l'intervalle I, xo € I et yp € R.
Il existe une unique primitive G de f sur I telle que G(xp) = yo.

Preuve. Les primitives de f sont de la forme G(x) = F(x) + k.
Donc G(xp) = F(xp) + k = yp si et seulement si k = yy — F(xyp).
Donc f a pour unique primitive satisfaisant G(xg) = yp la fonction définie par G(x) = F(x) — F(xp) + yo.

1
Exemple 5. Donner I'ensemble des primitives de f:x— — + X
X

Toute primitive de x 2+ x%estdelaforme F(x) = ax 1 +bx3+c¢
Dans ce cas, f(x) = —ax%+3bx?* donc F(x) = —% + %x3 +c

Exemple 6. Donner la primitive de f: x— e X quisannule en X =2 .........ooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiaeaaas
Toute primitive de f est de la forme F(x) = —-e *+¢
F2)=0 < c-e%2=0 < c= eiz donc F(x)=—-e*+5 =



2 Equations différentielles

2.1 Equations différentielles du type y' = ay

Propriété 8
—(Fres) )

Soit a un réel. Soit I'équation différentielle : V' =ay (E)

Les solutions de (E), sur R, sont les fonctions f définies par :

ol1 C € R est une constante quelconque

. J

Exemple 7. 3y -5y=0 < y’zgy_

Les solutions sont les fonctions du type f(x) = Ce%x ,ou CeR

Preuve. * Soit la fonction f définie sur R par f(x) = Ce**, ou C est un réel. Alors f est dérivable sur R et f'(x) =
f est donc une solution de I'équation différentielle y' = ay.

* Réciproquement, soit f une solution de I'équation différentielle y' = ay.
Et soit g la fonction définie sur R par g(x) =e~%* x f(x).
g est dérivable surRetona: g'(x) =
Comme f est solution de I'équation différentielle y' = ay,ona: f'(x) = af (x).
Ainsi: g'(x) =. La fonction g est donc égale a
Etdonc f(x) =

<
<

Cas a>0 C>0 Cas a<0

C<o0

Exemple 8. On considére I'équation différentielle 3y’ +5y =0
® Déterminer 'ensemble des solutions

® Déterminer 'unique solution telle que y(1) = 2



2.2 Equations différentielles du type y' = ay + b

Propriété 9

b

Pour tout (a; b) € R* x R, la fonction x — —— est une solution particuliere de I’équation différentielle y' = ay + b,
a

appelée solution particuliere constante.

Preuve. Posant g(x) = —% pour tout x € R, on a g dérivable sur R et g'(x) =
Donc ag(x)+b=
g est donc bien une solution de I'équation différentielle y' = ay + b

Propriété 10 (admise))

Soit (a; b) € R* x R.
Les solutions de I'équation différentielle y’ = ay + b sont les fonctions de la forme x — u(x) + v(x),
ol u est la solution particuliere constante de I'équation y' = ax + b,
et v est une solution de I'équation y' = ay

Corollaire 11. Pour tout (a; b) € R* x R, les solutions de I'équation différentielle y' = ay + b

. b
sont les fonctions de la forme x — Ce%* — —
a

Exemple 9. On considére I'équation différentielle 2y’ — y =3
@® Déterminer I'ensemble des solutions

® Déterminer I'unique solution telle que y(0) = —1

2.3 Equations différentielles du type y' = ay + f

Propriété 12 (admise))

Soit a € R* et f une fonction définie sur un intervalle I.
Les solutions de I'équation différentielle y’ = ay + f sont les fonctions de la forme x — u(x) + v(x),
ol u est une solution particuliére de I'équation y’ = ax + f,
et v est une solution de I'équation y' = ay.

Exemple 10. On considere I'équation différentielle y' —2y = x>
® Déterminer un trindme solution particuliere.

® Résoudre I'équation différentielle.



